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ABSTRACT 
We prove in a strong form an old conjecture of Erdos to the effect that 
I_i<~_~(.,(d,-d,)-‘gr(n) 
c < 
holds uniformly for all integers n > 1, where 1 = dl < ... < d,(,,) = n denotes the increasing sequence 
of the divisors of n. In fact, we show that the above estimate is true with r(n)’ -’ in the right hand 
side, and c>5/83. We evaluate, to within positive absolute constants, the maximal order of the 
norm of the bilinear form associated with the numbers (dj-d,)-’ (1 si<jss(n)). We show, in 
particular, that it is logarithmically smaller than the maximal norm corresponding to arbitrary in- 
creasing sequences of r(n) integers. 
0 1. INTRODUCTION 
DCsignons par d, = 1 < d2 < *** < dTcnj -n la suite croissante des diviseurs d’un 
entier gCnCrique n. Erdijs a souvent posC la question suivante, rkcemment reprise 
par Montgomery dans [ 111: a-t-on pour tout n 12 
(1) X(n) := C (dj-d;)-&(n)? 
Ici<js~(n) 
Erd& et Nicolas conjecturent mZme dans [3] que l’on a X(n)< r(n) pour 
n > 5040. 
La question structurelle sous-jacente dans ce probleme est celle de la tendance 
A la lacunarite de la suite {dj: 1 <j< s(n)}. Bien que l’on ait (cf. [7, lo]) 
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. di+l 
mm - + 1 
i<j<r(n) dj 
pour une suite convenable d’entiers n de densite unite, la fonction X(n) est de 
valeur moyenne bornee - voir par exemple l’argument de [6], pp. 307-9. 
Cela n’interdit pas l’emergence occasionnelle de grandes valeurs pour S(n): il 
decoule en particulier du theortme 8 de [6] que 
maxX?(n)>exp{(logx)1’2+0(1)} (x+00). 
“5.X 
L’objet essentiel de cette note est d’etablir la conjecture (I), sous une forme 
forte. 
THCORGME 1. Posons c := 142 + 36 log 4) > 5183. On a pour n 2 2 
(2) S(n) 4 r(n)’ m-C log r(n) log2(2z(n)). 
Ici et dans toute la suite de cet article, nous designons par log, la k-ieme 
it&e de la fonction logarithme. 
Nous n’avons pas cherche a determiner la constante implicite dans (2), mais 
il serait aise, si on le souhaite, de donner une valeur numerique trk 
“raisonnable”. 
Notre demonstration du thtoreme 1 repose sur une majoration universelle 
pour les fonctions arithmetiques d’une certaine classe, like a la propriete 
(di, dj) = 1. Nous dirons qu’une application g, , definie sur l’ensemble des divi- 
seurs de n et a valeurs entihes, est rkgulih-e si g, est injective et si l’on a pour 
tous diviseurs d, I de n 
((d, g,(d)) = 1, (t, g,(t)) = 1, &Ad) = k,(t) 1 n) * d= t. 
Nous introduisons alors la classe E des fonctions arithmetiques F(n) du type 
F(n) := I {d: d ( n, Q-4 1 n, (4 g,(d)) = 1) I, 
pour une injection regulihe convenable g, definie sur l’ensemble des diviseurs 
de n. 
La classe E contient deux cas particuliers importants: 
(a) La fonction d’Erd6s 
(3) f(n):=l{lri<r(n):(dj,di+l)=l}/, 
like a l’application g,(di) := dj+ i(1 pi< r(n)), g,,(n) := n + 1. La regularite de g, 
decoule ici de la croissance en i de la suite di: si didi+ 1 =djdj+ 1 alors i= j. 
Cette fonction “non conventionnelle” a CtC consideree dans [2,4,5,6]. Elle 
n’est artificielle qu’en apparence; sa definition reflke le conflit entre les deux 
structures d’ordre naturelles dont on peut munir la suite {dj: 1 I jS r(n)} - 
cf. l’avant-propos de [7]. 11 est ttabli dans [6] que l’on a 
(4) f(n) s 3 r(n) 
lw2(27(n)) 
im 




a lieu pour une suite infinie de valeurs de n telle que r(n) + +oo. Le theoreme 
2 ci-dessous renforce considtrablement (4). 
(b) La fonction 
K(n) := I{& d(d+ 1) 1 n}l, 
associee a l’injection g,(d) := d + 1. Introduite dans [2], cette fonction demeure 
passablement mysterieuse. Balog, Erdos et l’auteur montrent dans [l] que 
max I > (log x)“~~~‘~ ‘0g4X, 
?I<* 
et les majorations disponibles sont tres Cloignees de cette minoration. 11 est pro- 
bable que 
K(n) Q, s(n)& 
mais on ne dispose d’aucun resultat essentiellement meilleur que l’inegalitt tri- 
viale I If(n). 
THGORGME 2. Pour toute fonction F de la classe Q, on a 
(6) F(n)s3r(n)‘-’ (nz2). 
Au vu de (5), ce resultat est optimal, mise a part la valeur numerique de c. 
Cette optimalite ne vaut pas pour (2), et il n’est pas exclu que l’on ait pour tout 
&>O 
(7) z@(n) =GE r(n)” (n L 2). 
Dans la preuve du theoreme 1, nous appliquons (6) aux fonctions 
Qn) := I{d: d(d+s) 1 n, (d,s)= 1}1. 
L’uniformite en s fournie par le theortme 2 se revele alors cruciale. 
Les majorations (1) ou (2) peuvent etre considerees dans le cadre plus general 
d’inegalites de Hilbert (cf. [8]) 
oh {Sj: 1 INS T} est une suite d’entiers strictement croissante, et M= 
M(d i, . . . ,a,) est l’infimum de l’ensemble des nombres reels M tels que (8) ait 
lieu pour toute suite reelle finie { rj: 15jl T}. Posons 
Jtl(T) := 6 
I 
y,p,, M(d,, . . . ,6,). 
T 
On peut montrer facilement (cf. infra) que 
(9) &T)=log T+O(l) (T+m), 
107 
et la relation (2) suggere que l’on a 
(10) 2(n) := M(dr, . . . , G(n)) = oW(r(n))) (r(n) + aJ)* 
Nous pouvons effectivement Ctablir cette estimation, sous une forme quanti- 
tative. 
THGOREME 3. On a 
(11) 9?(n) Q log, s(n) (r(n) -+ 03). 
De plus, la minoration 
(12) S(n) 9 log, r(n) 
a lieu pour me suite infinie de valeurs de n telle que r(n) -+ 00. 
La majoration (11) du theoreme 3 est obtenue grace a une evaluation generale 
du nombre des diviseurs d’un entier n dans de petits intervalles. Ce rtsultat est 
susceptible de servir dans d’autres contextes, et nous l’enoncons separement ci- 
dessous. Nous designons par o(n) le nombre des facteurs premiers distincts de 
l’entier n, et nous posons pour n2 1, x>O, y>O, 
r(n;x) := C 1, r(n;x,y):= C 1. 
0 dn 
dax x<drx+y 
THfiOReME 4. On apour n>l, xsy12, 




Nous achevons cette introduction par la preuve de (9). La majoration est im- 
mediate: on a 
1 
<+ max C -+max C 
Idl<T i<jsT Sj-Si 
Pour Ctablir la minoration, nous considerons le cas 
ai=i, &=l (IlilT). 
Puisque C,r= I &.. = T, on peut Ccrire 
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8 2. PREUVE DES THGORCMES 1 ET 2 
Dans un premier temps, nous montrons comment le theoreme 1 decoule du 
theoreme 2. Nous Ctablissons plus precisement le resultat suivant, qui est pro- 
bablement le maillon faible dans la chaine des majorations de X(n). 
LEMME 1. Soit E(n) := SUpFEe F(n). On a pour n 2 2 
(15) X(n)a(l+2logr(n))~~~~~ f . 
( > 
DGMONSTRATION. Reordonnons la sommation (1) selon les valeurs de h := 
dj - di. NOUS obtenons 
ye(n)= c .A. 1 1. 
Ich<n h dln,(d+h)~n 
Dans la somme interieure, posons m = (d, h), h = sm, d = trn. 11 suit 
11 est clair que K, E &, done I, SE(/) pour tout / 2 1. De plus, K,(I) n’est 
non nul, a I fix& que pour au plus r(1)* valeurs de s. Done 
d’oh (15). 
11 est aise de deduire (2) de la conjonction de (6) et (15). En majorant E(n/m) 
par 3r(n)‘-C dans (15), on obtient en effet 
(16) X(n) a z(n)’ -’ log r(n) mTn i . 
Soit q le o(n)-ieme nombre premier. La somme en m de (16) n’exctde pas 
1 
n (1-p-‘)-‘+exp C p-l 
(17) PC4 P'9 
alog q&log(2w(n))alog2(2s(n)). 
Cela Ctablit bien (2). 
Nous entreprenons maintenant la demonstration du theoreme 2. L’idee essen- 
tielle consiste a exploiter la concentration des valeurs o(d), lorsque d parcourt 
l’ensemble des diviseurs de n, autour de la moyenne 
(18) A(n) := - ’ Co(d)=C y. 
T(n) din p'lln v+ 1 
Pour a> 0, designons par S+(n, a) (resp. S-(n, cz)) le nombre des diviseurs d 
de n tels que 
w(d)r(l +cr)A(n) (resp. o(d)s(l -a)A(n)). 
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LEMME 2. POW ?Zll, a?O, on a 
(19) S’(n, (r) 5 r(n)exp{ -a2A(n)}. 
DfiMONSTRATION. Considerons par exemple le cas de S+(n,a). Pour chaque 
valeur du parametre t 2 0, on a 
S+(n,a)rF,(t) :=dT exp{tc0(d)-t(1 +a)A(n)} 
n 
= ” (1 + &). e-ru +abm* 
P” II n 
Maintenant 
F;(t) ve’ G,(t) := - = 
F,,(t) ,q,, 1 + ve’ 
- - (1 + cr)A(n), 
G;(t)= C Vet t 2 I 1 ’ 
dn (1 +ve ) 
2 5 +A(n). 
pVlln (1 + v) 
Puisque G,(O) = -ml(n), il suit 
G,(t) = G,(O) + i GA(s) dsr (+t - cw)A(n) 
et done 
La majoration annoncee en decoule, pour le choix optimal t =2a. Le cas de 
S-(n, (r) est semblable; nous omettons les details. 
LEMME 3. Soit F me fonction de la classe 8. On a pour tout entier n 2 1 
(20) F(n) 5 3r(n)exp{ -iA(n 
DEMONSTRATION. Soit g, une application reguliere associee a F. Pour tout 
diviseur d de n compte dans F(n), le nombre t := dg,(d) est un diviseur de n et 
l’une des trois Cventualites uivantes se produit ntcessairement: 
(a) o(d) 5 jA(n); (b) w(g,(d))l+A(n); (c) o(t) > $A(n). 
Puisque g, est injective et que la decomposition t = dg,(d) est unique, nous 
obtenons 
F(n) I 2S-(n, f) + S+(n, f) I3T(n)eXP{ -+A@)}, 
comme annonce, en utilisant le lemme 2 avec a = 4. 
La majoration (20) fournit une borne de qualite comparable a (6) lorsque 
A(n) est de I’ordre de log t(n). Un argument complementaire st necessaire pour 
disposer de I’tventualitt oti A(n) est “petit”. C’est l’objet du lemme suivant. 
LEMME 4. Soit 6 := 2 log 4. Pour tout fonction F de la classe 8 et tout entier 
nil, on a 
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(2’) F(n) 5 2 m exp{&l(n)}. 
DfiMONSTRATION. Posons 
T(d)= T,(d) := n -!-- 
pld,p”[n v+’ * 
Si (d, g,(d)) = 1, on a clairement 
done T(m)1/5or 1 a lieu soit pour m = d, soit pour m = g,(d). 11 suit 






t I v+l (v2 l), 
on obtient bien (21). 
FIN DE LA DfiMONSTRATION DU THGORBME 2 
Les majorations (20) et (21) impliquent 
F(n) 5 3 max min(r(n)z-“9, t(n)1’2z6). 
ZZI 
Le maximum est obtenu pour z= r(n)9c, ou c est la constante dtfinie au 
theoreme 1. Cela fournit bien la conclusion annoncee. 
0 3. PREUVE DES THGORCMES 3 ET 4 
Nous commencons par Ctablir le theoreme 4, qui nous servira dans la 
demonstration du theoreme 3. Le point de depart est une identite pour la fonc- 
tion r(n; x) analogue a celle de Hildebrand pour les entiers sans grand facteur 
premier - cf. par exemple [9]. On a pour n 2 1, x>O, 
(22) r(n;x)logx-ir(n;&= C A(d)7 
I u din 
dcx 
On prouve (22) en remarquant que les deux membres sont Cgaux a 
c m ln Max log m. L’expression de gauche est obtenue par sommation d’Abe1, 
celle ‘de droite par insertion de l’identite de convolution log m = Cd, m A(d). 
En utilisant l’inegalite 
x+Y 
t(n;x,y)logx~r(n;x+y)log(x+y)-t(n;x)logx- s r(n;u)&, 
x 2.4 




SC logp ( Y ~ + 1@3(x+Y) Plfi P-l logp > 
SY c 
logp 
~ + w (n)log(2x). 
plnP-1 
Soit q le o(n)-i&me nombre premier. La somme en p est 
ec 
logp 
- Q log q4log(2o(n)). 
PrqP-1 
Cela implique bien le rtsultat annonce. 
Pour obtenir la minoration (12) du theoreme 3, il suffit de considerer le cas 
TI=T?Z!. Lorsque rj= l(1 IdjIt?l), <j=O(dj>m), on a 
C rj2=rn, et rirj= c m_tlogm+~(m). 
I sjsr(n) ~~~<~<~(n, dj-di lSl<??l t 
On en deduit immediatement 
9((n) 2 log m + 0( 1) - log2 s(n). 
Nous tournons ensuite notre attention vers la majoration (11) pour g(n). En 
vertu de la seconde des inegalites (14), nous avons 
9(n) 5 W,(n) +J%(n)), 
avec 
1 1 
L,(n) :=max C - 
m/n din d-m ’ 
L,(n) :=max C - 
m/n dl,, m-d . 
d>m d<m 
Majorons par exemple L,(n). L’autre cas est semblable. Etant donnC un 
parametre R 2 2, qui sera choisi optimalement plus loin, nous pouvons tcrire, 
pour un diviseur de n convenable m, 
1 1 
Jw)~ c -+ c c 





ISJS??i/R .iR din a’ 
Ainsi que now I’avons Ctabli au $2, la somme en d est elog,(2r(n)). En uti- 
lisant (13) et la majoration o(n)elog r(n), on peut estimer la somme en j par 
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oh a; vaut 1 ou 0 selon que r(n; m +jR, R) est ou non strictement positif. Puis- 
que Cj aj I r(n), l’expression precedente est certainement 
-4 log,(2r(n)) + $ (log r(nN2. 
11 suit 
Lr(n)+log R + log2(2r(n)) + ; (log am. 
Pour le choix R := 1 + (log r(n))2, on obtient la majoration requise. Cela com- 
plete la demonstration du theoreme 3. 
REMARQUES FINALES 
(i) La majoration 
(23) L,(n) + L2ko Q log2(2m) 
est interessante en elle-meme et avait ete conjecturee par Erdos sous la forme 
plus faible ou le membre de droite vaut log2 n. 




f(n) 5 2r(n) - 
Q(n) 
ttablie dans [6] (formule 2.14) pour la fonction f definie par (3), on obtient 
(24) f(n) 4 r(n) 
log(2W)) 
Q(n) 
(n > 1). 
Cette estimation est presque optimale: d’apres le theoreme 2 de [6], on a en effet 
f(n)> r(n)/2Q(n) pour une suite infinie d’entiers n telle r(n) + +m. 
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